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Supongamos que deseamos realizar un tipo concreto dinero, el cual podria
representar bolivares, euros o dodlares. Al implementar este tipo de datos,
tendriamos en cualquier momento el problema de no saber qué tipo de dinero
estamos manejando. Los Tipos Algebraico-Libres, o Tipos Libres a secas, nos
brindan una cémoda solucién para resolver este tipo de problemas, entre
otros. Podemos entonces implementar tipos tales como color que puede ser
tanto amarillo como azul, rojo o verde, o un tipo trimestreAcadémico que
puede ser septiembre-diciembre, enero-marzo o abril-julio.

La sintaxis a utilizar seria la siguiente:

freetype dinero ::= bolivares(int) | euros(int) | ddlares(int)
freetype color ::= amarillo | azul | rojo | verde
freetype trimestreAcadémico ::= sept-dic | ene-mar | abr-jul

donde bolivares, euros y dolares son los constructores del tipo dinero; amarillo,
azul, rojo y verde los del tipo color v sept-dic, ene-mar, abr-jul los del tipo
trimestreAcadémico.

En cualquier caso, la sintaxis general de un tipo algebraico-libre es:

freetype tipo nuevo ::= consy(Tp) | consi (1) | ... | cons,(T},)

Donde cada cons; se refiere a los constructores del tipo, y cada T; se refiere
al tipo, o los tipos de objetos que debe recibir el constructor cons;. Notese
que en ciertos casos, cuando se trata de constantes como en los constructores
del tipo color, obviamos en la sintaxis el tipo en los constructores.




1. Tipos Recursivos

En la sintaxis antes presentada no se excluye la posibilidad de que alguno
de los tipos de los argumentos de los constructores fuese de hecho del mismo
tipo que el tipo libre que se esta definiendo. Esto genera la posibilidad de tener
tipos recursivos, donde al menos uno de sus constructores reciba como uno de
sus argumentos un elemento de su mismo tipo. En este eje se centrara gran
parte del contenido de este material.

El primer tipo recursivo que trataremos sera el clasico expr, el cual per-
mite representar expresiones aritméticas.

freetype expr ::= ctte(int) | var(string) | suma(expr, expr)
| dif (expr, expr) | mult(expr, expr)
| exp(expr, expr) | inv(expr)

donde se definen los constructores bases ctte y var como aquellos que nos
permitirdn representar constantes enteras (0, 3, etc) y variables (x, y, 2)
dentro de la expresién. Un ejemplo de constructor recursivo es el constructor
suma que define la expresién que representa la suma de dos expresiones
aritméticas; igualmente los constructores dif que representa la resta, mult la
multiplicacién, ezp la potenciacién e inv el inverso aditivo.

Podemos representar la expresién 3, por ejemplo, usando el constructor
no recursivo ctte, el cual recibird como argumento la constante a representar
3, es decir,

ctte(3)

[gualmente, podriamos representar la variable x usando el constructor no
recursivo var de la forma:

M( é(l,” )

Ya habiendo entendido el manejo de los constructores bases, podemos
pasar a definir expresiones méas complejas, tales como x + 3 usando el con-
structor recursivo suma, esto es

suma(var(“z”), cons(3))



Finalmente, podemos escribir expresiones tan complejas como deseemos.
Por ejemplo, podemos representar la expresién (3 - (z + 4))~?**) utilizando
nuestro tipo como:

exp(mult(ctte(3), suma(var(“z”), ctte(4))), inv(suma(ctie(2), var(“z”))))

1.1. Definicion de Funciones

Sobre los tipos algebraico-libres podemos definir funciones. En el caso
de los tipos recursivos, la definicién de las funciones asociadas suelen ser
definiciones inductivas, donde los casos bases comunmente estaran dados por
los constructores no recursivos.

Sobre el tipo expr antes planteado, definamos las siguientes funciones:

nv Calcula el nimero de usos del constructor var en una expresién.

nv: expr — int

Cuando nos refiramos a pardmetros en las funciones y no consideremos
restricciones (tal como sucede con e), supondremos que estos se encuen-
tran universalmente cuantificados (por ello, la definicién anterior se supone
que cuenta con la coletilla “para todo r € int, todo s € string, y todo
e, e1 € expr”).

ns Calcula el nimero de usos del constructor suma en una expresion.



ns: expr — int

Se deja como ejercicio definir las funciones nc, nd, nm, ne, ni que calculen
el nimero de usos de los constructores ctte, dif, mult, exp e inv respectiva-

mente en una expresion.

eval Evalia una expresion, suponiendo que todas las variables valen cero.

eval: expr — int

e(r)) =

eval (ctt

eval(var(s)) =

eval(suma(ey, el)) = eval(eg) + eval(eq)

evalgdz (eo, e1)) = eval(eg) — ns(ey)
(
(2

c/:‘ ‘(‘3
@@b—

eval (mult(eg, e1)) = eval(eg) - eval (e;)
eval(eq)

eval
eval(inv(eg)) = eval(ep)

exp(eg, e1)) = eval(ep)

Por ejemplo, evaluemos estas tres funciones para la expresiéon 2 - (x + 3),
la cual podemos representar mediante mult(ctte(2), suma(var(“z”), ctte(3))):

Podemos ver facilmente que el nimero de ocurrencias de variables en la
expresion es 1. Veamos formalmente, con el uso de la definicion de la funcion

nv, que esto se cumple:



nv(mult(ctte(2), suma(var(“x”), ctte(3))))
= ( Definicién nv, caso mult )
no(ette(2)) + no(suma(var(“a”), ctte(3)))
= ( Definicién nv, caso ctte )
0 + nv(suma(var(“z”), ctte(3)))
= ( Definicién nv, caso suma )
0+ no(uar(*s”)) + no(ctie(3))
= ( Definicién nv, caso var )
0+ 1+ nv(ctte(3))
= ( Definicién nv, caso ctte )
0+1+0
= ( Aritmética )
1

Veamos a continuacion el nimero de sumas contenidas en la expresion:

ns(mult(ctte(2), suma(var(z), ctte(3))))
= ( Definicién ns, caso mult )
ns(ctte(2)) + ns(suma(var(z), ctte(3)))
= ( Definicién ns, caso ctte )
0+ ns(suma(var(z), ctte(3)))
= ( Definicién ns, caso suma )
0+ 1+ ns(var(x)) + ns(ctte(3))
= ( Definicién ns, caso var )
0+ 140+ ns(ctte(3))
= ( Definicién ns, caso ctte )
O+1+0+0
= ( Aritmética )
1
Finalmente, evaluemos la funcion:




eval (mult(ctte(2), suma(var(x), ctte(3))))
= ( Definicién eval, caso mult )
eval(ctte(2)) - eval(suma(var(z), cite(3)))
= ( Definicion eval, caso ctte )
- eval (suma(var(z), ctte(3)))
= ( Definicién eval, caso suma )
(eval (var(x)) + eval(ctte(3)))
= ( Definicién eval, caso var )
- (0 + eval(ctle(3)))
= ( Definicién eval, caso ctte )
-(0+3)
= ( Aritmética )
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1.2. Demostracion de Propiedades

Es usual que todos los elementos de algiin determinado tipo cumplan con
alguna propiedad comun. Por ejemplo, en el caso de nuestro tipo ezpr, en
todas las expresiones aritméticas se cumple que la cantidad de operandos
bésicos es exactamente uno mas que la cantidad de operadores binarios. En
el caso de nuestros tipos recursivos, asi como las funciones sobre ellos se
definen inductivamente, la demostracion de propiedades sobre ellos se hace
por induccion.

Para los casos bases de la induccion, usaremos los constructores no recur-
sivos del tipo. Luego supondremos como hipétesis inductivas que aquello que
deseamos demostrar se cumple para algunos ciertos elementos pertenecientes
al tipo y tomaremos como tesis que se cumple para aquellos objetos del tipo
formados por algin constructor a partir de los elementos para los cuales
tomamos la hipédtesis.

A continuaciéon demostraremos la siguiente propiedad sobre el tipo expr
antes expuesto:

nv(e) + nc(e) = ns(e) + nd(e) + nm(e) + ne(e) + 1

Note que ésta es la formalizacién de la propiedad antes enunciada informal-
mente: La cantidad de operandos basicos de e es exactamente una mas que
su cantidad de operandos binarios.



Caso Base:

» Caso e=ctte(x) :
Partiendo del lado izquierdo:

no(ctte(x)) + ne(ctte(r))

= ( Definiciones de nv, nc)
0+1

= ( Neutro aditivo )
1

Partiendo del lado derecho:

ns(var(z)) + nd(ctte(z)) + nm(ctte(z)) + ne(ctte(z)) + 1
= ( Definiciones de ns, nd, nm, ne)

O0+0+0+0+1
= ( Neutro aditivo )

1

Finalmente, dado que ambos lados son iguales a uno, hemos probado que
para e = ctte(x) se tiene que:

ns(e) + nd(e) + nm(e) + ne(e) + 1 = nv(e) + nc(e)

» Caso e=var(x) :

Partiendo del lado izquierdo:

no(var(z)) + ne(var(z))

= ( Definiciones de nv, nc)
140

= ( Neutro aditivo )
1

Partiendo del lado derecho:



ns(var(z)) + nd(var(z)) + nm(var(r)) + ne(var(z)) + 1
= ( Definiciones de ns, nd, nm, ne)
0+0+04+0+1
= ( Neutro aditivo )
1
Anélogamente al caso anterior, hemos probado que para e = var(z) se
cumple que:

ns(e) + nd(e) + nm(e) + ne(e) + 1 = nv(e) + nc(e)

Caso Inductivo:

» Caso e = suma(es, e)

Hipdtesis Inductiva (H.I.):

(Ve' | € < e:nv(e) 4+ ne(e') = ns(e') + nd(e') + nm(e') + ne(e’) + 1)

Tesis:
nv(e) + nc(e) = ns(e) + nd(e) + nm(e) + ne(e) + 1

La relacién <; se define como la relacién de “subexpresion” inmediata.
En el caso de expr podemos definir como las subexpresiones inmediatas de
la expresion

suma(dif{var(x). ctte(1)), ctte(7))

a las expresiones dif(var(x), ctte(1)) y ctte(7), mientras que son subexpre-
siones no inmediatas las expresiones var(z) y ctte(1). Es decir, la estructura
a es subestructura inmediata de b si y solo si existe un constructor c¢ tal que
o...,;a,...)=h.

En el caso que nos ocupa, e = suma(ey, e2), las subexpresiones inmediatas
e’ que cumplen €’ <; e son solamente ¢ =¢e; y €/ = e,.



ns(e) + nd(e) + nm(e) + ne(e) + 1
= (caso e = sumaf(ey, €2))
ns(suma(es, e2)) + nd(sumaley, e2))
+nm(suma(er, e2)) + ne(suma(er, ex)) + 1
= ( Definicién de ns)
1+ ns(er) + ns(ez) + nd(sumales, e2))
+nm(suma(ey, ey)) + ne(suma(ey, e2)) + 1
= ( Definiciones de nd, nm, ne)
1+ ns(er) + ns(ez) + nd(er) + nd(es)
+nm(er) + nm(ez) + ne(er) + ne(ez) + 1
Notese que estamos persiguiendo la H.I., por
= < lo tanto, nos conviene reasociar la expresion >
usando simetria de +, asociatividad de +
(ns(e1) +nd(ey) + nm(ey) + ne(ey) + 1)
+ (ns(e2) + nd(e2) + nm(ez) + ne(es) + 1)
= (Dadoe; <eNey<e, HI)
nv(e1) + nc(er) + nv(es) + ne(es)
= ( Simetria, Asociatividad de +)
(nv(er) + nv(ez)) + (nc(er) + ne(es))
B Recordar que estamos en el caso e = suma(ey, e3),
- definicién de nv, nc >
nv(suma(es, e)) + nc(suma(es, es))
= ( caso e = sumaf(ey, e3))
nv(e) + nc(e)

Se deja al lector la demostracion para los casos donde e = dif(ey, e2),
e = mult(ey, e3), e = exp(er,ez), e = inv(er). Su resolucién es andloga a la
anterior.

1.3. Listas

El tipo Lista se utiliza para representar secuencias de elementos.

freetype lista(T) ::= lwac | cons(T, lista(T))

Son ejemplos de secuencias <>, < 1,0 >, < 2,1,0 >, <" "'/ b/ r' /e >,

< true, false, true,true, false >.
Usaremos el constructor [vac para representar la secuencia vacia <>.
Teniendo una lista, podremos construir una lista con un elemento mas al
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comienzo usando el constructor cons. Podemos representar la secuencia uni-
taria con el entero 0 mediante cons(0, lvac), luego, podemos representar la
secuencia < 1,0 > mediante cons(1, cons(0, lvac)) y asi sucesivamente. La
cuarta secuencia antes presentada (<’ ')/ b/ 1" €’ >), se puede representar

usando el tipo lista como cons('l', cons('i’, cons('t', cons('r’, cons('e’, wac))))).

Sobre el tipo lista, podemos definir funciones tales como el tamano, re-
verso de la lista, concatenaciéon de dos listas, agregar al final, agregar en una
cierta posicion, pertenencia de un elemento a la lista, entre otras.

Definiremos las funciones tamano, agregar al final y reverso debido a
que las necesitaremos préximamente; las otras funciones son dejadas como
ejercicio.

tam: lista(T) — int

tam(lvac) =0
tam(cons(z,l)) =1+ tam(l)

agregar: lista(T) x T — lista(T)

agregar(lvac, t) = cons(t, lvac)
agregar(cons(ty,l),ts) = cons(ty, agregar(l, t3))

reverso: lista(T) — lista(T)

reverso(lvac) = lvac
reverso(cons(t,l)) = agregar(reverso(l),t)

Utilizando las funciones ya definidas, y algunas de las enunciadas como
ejercicio, hay varias propiedades interesantes sobre listas que podriamos enu-
merar. Por ejemplo:

» tam(agregar(l,a)) = tam(l) + 1
» tam(concat(ly,l1)) = tam(ly) + tam(ly)
» tam(reverso(l)) = tam(l)

» reverso(agregar(l,a)) = cons(a,reverso(l))
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» reverso(concat(ly,ly)) = concat(reverso(ly, ), reverso(ly))

» reverso(reverso(l)) =1

En el Apéndice A se presentan demostraciones (inductivas) de algunas de
ellas, especificamente, de la cuarta y la sexta. El resto de las demostraciones
se deja de ejercicio.

1.4. Arboles

Un arbol es una estructura jerarquica que permite representar informa-
cién organizada de manera interesante, particularmente por supuesto cuando
tal organizacion requiere jerarquia. Por ejemplo, volviendo a expresiones ar-
itméticas, una expresion formada por operadores binarios y operandos reales
puede organizarse como un arbol. La jerarquia implicita en la expresion
7% 5+ 2 puede visualizarse como el arbol
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Notese que en estos arboles tenemos un cierto tipo de informacion en lo que es
llamado las hojas del arbol, que en este caso son ntimeros reales, mientras que
en lo que es llamado los nodos internos del arbol hay otro tipo de informacion,
en este caso operadores binarios que pueden ser representados por caracteres
7= 5 ete.

Los arboles utilizados en los ejemplos que acabamos de presentar son
llamados arboles binarios, pues cada nodo interno cuanta con dos subarboles,
llamados los arboles hijos de ese nodo. Un arbol también puede ser ternario si
sus nodos internos tienen cada uno tres subarboles hijos; igualmente podemos
tener arboles cuaternarios, etc. También podemos tener arboles en los que
cada nodo puede contar con una cantidad arbitraria de subarboles hijos; a
tales arboles los llamaremos generales.

Veamos ahora como definir tipos algebraico-libres recursivos que corre-
spondan a distintos tipos de arboles binarios.

1.4.1. Tipo arbbin(Ty,T})

El primer tipo de arbol que consideraremos sera el tipo arbbin, el cual,
al igual que los ejemplos anteriores, contendrd informacién de tipos posible-
mente distintos en los nodos internos y en las hojas. Definiremos formalmente
a este tipo como:

freetype arbbin(Ty,T) ::= hoja(Ty) | rama (T, arbbin(Ty,T1), arbbin(Ty,T}))

Tal como mencionamos, podemos representar los arboles presentados an-
teriormente usando un arbbin(real, char). Veamos la representacion del primero:

rama('+', rama(’+’; hoja(7), hoja(5)), hoja(2))

Analogamente, la representacion del segundo seria:

rama(’'—', hoja(3), rama(’/’, hoja(9), hoja(2)))

Veamos un ultimo ejemplo de este tipo, con una instancia de un arbol con
informacion en las hojas de tipo entero y en los nodos internos del tipo
booleano. El siguiente arbol
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se puede representar usando un arbbin(int, bool) como:

rama(true, hoja(2), rama(false, rama(true, hoja(l), hoja(0)), hoja(7)))

1.4.2. Tipo arbbin/(T')

Este tipo de arbol contendra informaciéon tinicamente en las “hojas” y no
en los nodos internos. Este tipo de arboles se conoce también como arboles
binarios de hojas. Podemos representar los siguientes arboles usando este

A AN
e \\@

Definiremos formalmente a este tipo como:

freetype arbbin’(T) ::= hoja(T) | rama(arbbin'(T), arbbin’(T))
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Usando este tipo de arbol binario, podemos representar los dos arboles
presentados anteriormente como:

rama(rama(hoja(0), rama(hoja(1), hoja(0))), hoja(7))

de tipo arbbin/(int), y

rama(rama(hoja('n’), hoja('j")), rama(hoja(’g’), hoja('s")) )

de tipo arbbin’(char).

1.4.3. Tipo arbbin”(T)

A continuacion se presenta el tercer y ultimo tipo de arbol binario de este
material, el cual es conocido como arbol binario de nodos y se caracteriza
por contener informacién tinicamente en los nodos internos, mientras que las
hojas se consideran arboles vacios. Por ejemplo, veamos el siguiente arbol
binario de nodos con informacion de tipo entero:

Por simplicidad, en ciertas ocasiones dibujaremos arboles como el pasado
sin indicar los hijos vacios; estos se consideraran implicitos. Con lo cual, el
arbol anterior se veria graficamente:
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Definiremos formalmente este tipo de arboles binarios como:
freetype arbbin”(T) ::= avac | nodo(T, arbbin”(T), arbbin”(T))
Con esta definicion, podemos representar el arbol anterior como:

nodo(3,
nodo(2, avac, nodo(4, nodo(5, avac, avac), avac)),
nodo(4, avac, nodo(7, avac, avac))

)

Igualmente, podriamos representar el siguiente arbol

usando el tipo arbbin”(char) como:

nodo('a’, nodo('V', avac, avac)
! !

nodo('g’,

nodo('h', avac, avac),
nodo('m’, avac, avac)))
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1.4.4. Tipo arbgen(T)

Hasta ahora hemos trabajado sélo con arboles binarios, es decir, donde ca-
da nodo tiene dos subérboles asociados. A continuacién introduciremos el tipo
de arbol donde cada nodo puede tener un numero arbitrario de subérboles
hijos. Por ejemplo, veamos el siguiente arbol:

Definiremos formalmente este tipo apoyandonos en el tipo algebraico-libre
lista definido anteriormente, de tal forma que un arbol tiene como hijos una
lista (posiblemente vacia) de subdrboles.

freetype arbgen(T") ::= nodo(T, lista(arbgen(T)))

Veamos algunos ejemplos de arboles generales junto con su representacion
con el tipo arbgen:
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nodo(1, lac)

nodo(1, cons(nodo(3, lac), lac))

nodo(1, cons(nodo(3, cons(nodo(6, lac), lvac)), lvac)

nodo(1,
cons(nodo(3,
cons(nodo(6, lvac), cons(nodo(8, lvac), lvac)),
lvac))

nodo(1,
cons(nodo(3,
cons(nodo(6, lac), cons(nodo(8, lac), lvac)),
cons(nodo(4, ac), lvac)))
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Funciones sobre Arboles

A continuacion se definiran varias funciones tipicas y se analizaran varias
propiedades importantes de arboles binarios de hoja (arbbin’) y arboles bi-
narios de nodo (arbbin”).

Se define sobre el tipo de arboles binarios de hoja, las funciones que
calcularan su tamano y altura como:

tam: arbbin’(T) — int

tam(hoja(z)) = 1
tam(rama(ag, a;)) = tam(ag) + tam(ay)

alt: arbbin’(T) — int

alt(hoja(x)) = 0
alt(rama(ag, a1)) = 1 + maz(alt(ag), alt(ay))

Una propiedad importante referente a estos arboles que define cotas para
su tamano con respecto a su altura es:

(Va | a € arbbin/(T) : alt(a) + 1 < tam(a) < 2911@)

Informalmente podemos ver que la cota inferior se corresponde al caso
en el cual el arbol se encuentra completamente desbalanceado y cada nodo
interno tiene como uno de sus hijos una hoja a excepcién del dltimo que
cuenta con dos arboles tipo hoja como hijos. La cota superior se da cuando
el arbol se encuentra completamente lleno. La demostracién inductiva de esta
y otras propiedades se encuentran en el Apéndice A.

Se define sobre el tipo de arboles binarios de nodos, las funciones que
calculardn su tamano y cantidad de niveles como:

tam: arbbin”(T) — int

tam(avac) =0
tam(nodo(x, ap, a1)) = 1 + tam(ag) + tam(ay)
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nivs: arbbin”(T) — int

nivs(avac) = 0
nivs(nodo(z, ag,a1)) = 1 + max(nivs(ag), nivs(ay))

Analogamente al caso de los drboles binarios de hoja, se define para los
arboles binarios de nodo la siguiente propiedad

(Va | a € arbbin”(T) : nivs(a) < tam(a) < 2"5@ — 1)

2. Programacion Imperativa con Tipos Algebraico-
Libres

Sea un tipo algebraico-libre T cualquiera tal que:
freetype T ::=...| ¢(To, Ty, ..., Tx) | ...

Declararemos cualquier variable del tipo 7' tal como lo hemos venido
haciendo con los tipos convencionales (int, boolean, char):

var z: T
y las manejaremos mediante el uso de:

1. Constructores de T

Mediante la sintaxis:

x = c(To, 21, ..., Tk)

donde x¢ € Ty, x1 € 11, ..., x, € T. Por ejemplo:

var a: dinero;
a = euros(100);

var b, c: lista(char);
¢ = lvac;

b := cons(‘n’, c);
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2. Predicado s
We "

Dada una variable x de algun tipo algebraico-libre T, el predicado “is
permite determinar con qué constructor de 7" se obtuvo el actual valor
de z. El predicado “is” se define de la siguiente forma:

(xisc)=(Fag €Ty, a1 €T1,..., ax € Ty |: == c(agp,a,...,ax))

Por ejemplo, veamos el siguiente programa que declara e inicializa una
lista y luego verifica si es vacia:

I

var a: lista(int);
var esVacia: bool,
a := cons(3, ac);

if a is lvac —
‘ esVacia := true
[] ais cons —
‘ esVacia := false

fi

I {esVacia = (a is ac)}

3. Instruccién match

Dada una variable x de algin tipo algebraico-libre T', la instruccion
“match” permite, suponiendo que el valor actual de x fue obtenido
con un cierto constructor ¢, extraer los subvalores que componen al
valor de x (esto es, los argumentos que se usaron con el constructor c).
La instruccién “match” se puede definir mediante la siguiente tripleta
de Hoare:

{risc}

x match c(zg, 1, ..., k)
{x =c(xo,x1,...,21)}
siendo xg, x1, xa,..., x variables del tipo adecuado para el construc-

tor. Dicha instruccién realiza una asignacién simultanea a las variables
X, T1,..., Tg. Por ejemplo:
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var a, b, c: dinero;
var wva, vb: int;

a,b :=ddlares(10),ddlares(20);

a match délares(va); /* asigna 10 a va */
b match ddlares(vb); /* asigna 20 a vb */

¢ :=ddlares(va + vb)

J

la definiciéon anterior de “match” no aplica en el caso de que alguna de
las variables xg, x1,...,x; sea la misma variable x. Para cubrir ese caso, es
imprescindible que la definicién utilice una variable de especificacién X (en-
tendiendo por supuesto que todas las variables x, zg, x1, . ..,z son variables
de programa):

I

{zisc N =X}

x match c(xg, xq,...,zx)

{X =c(xg,x1,...,2x)}
Il
2.1. Ejemplos

A continuacién se presenta una serie de ejemplos un poco mas avanzados
sobre el manejo de tipos algebraico-libres, en especial de los tipos lista, arbbin’
y arbbin”.

2.1.1. Listas

El primer ejemplo que veremos calculara la productoria de los elementos
de una lista de reales. Para esto, veamos la siguiente funcién que devuelve la
productoria de los elementos de una lista(real):
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productoria: lista(real) — real

productoria(lvac) = 1
productoria(cons(x,a)) = x - productoria(a)

Este procedimiento tendra un comportamiento iterativo:

proc productoria(in a: lista(real); out p: real)
{ Pre: true }
{ Post: p = productoria(a) }

I

var [: lista(real);

l:=a;

p=1

Inv: p-productoria(l) = productoria(a)
Cota: 7 }
do —(l is lvac) —
var e: real;
[ match cons(e,l);
pi=p-e
od

J

Notese que este invariante se basa en los elementos que quedan “por

procesar” de la lista. Es decir, se expresa el resultado en funcion del segmento

restante de lista que ain no hemos considerado.

El siguiente ejemplo que presentaremos sobre el tipo lista, se encargaré de

verificar si un elemento pertenece o no a una lista. Este procedimiento, al

igual que el caso anterior, tendra naturaleza iterativa.
Para el desarrollo de este ejemplo, definamos la funcién pertenece sobre
el tipo lista:

pertenece: lista(T) x T — B

pertenece(lvac, ) = false
pertenece(cons(a’,1),z) = (' = x)
V pertenece(l, x)
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proc buscar(in z: T; in a: lista(T); out esta: boolean)
{ Pre: true
{ Post: esta = pertenece(a,z) }

I
var [: lista(T);

esta := false;
l:=a;

Cota: ?
do —(l is lvac) N —esta —»
var e: T,

{ Inv: esta V pertenece(l, x) = pertenece(a, ) }

[ match cons(e,l);

ife=a2—

‘ esta := true
[e#x—
skip

|
fi
od
I

En este caso, al igual que en el ejemplo de productoria, hemos mantenido
el estilo de invariante de elementos por procesar. Este estilo de invariantes es
sumamente 1util y sencillo cuando estamos trabajando con tipos algebraico-
libres.

Por ultimo, daremos una implementacién recursiva de los procedimientos
buscar y productoria sobre el tipo lista(T) y lista(real) respectivamente.
Notese que dada la naturaleza recursiva de estos tipos y de la definicién de
sus funciones, la implementacion de estas tiende a ser casi directa.
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proc buscar(in z: T; in a: lista(T); out esta: boolean)
{ Pre: true }
Post: esta = pertenece(a,z) }
{ Cota: 7 }
I
if a is lvac —
‘ esta := false;
[| ais cons —
var [: lista(T);
var e: T,

a match cons(e, [);

ife=ox—

‘ esta = true
e#x—

buscar(l, z, esta);

|
f
fi

J

proc productoria(in a: lista(real); out p: real)
{ Pre: true }
{ Post: p = productoria(a) }
{ Cota: 7 }
I
var p: real;
if [ is lvac —
‘ p:=1
[] I is cons —
var e: real;
[ match cons(e, l);
productoria(l, p);
=ex*p

=2
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Posibles Cotas

Todas las presentaciones que hemos desarrollado hasta el momento han
dejado las cotas vacias. En todos estos ejemplos, podriamos haber colocado
como cota el tamano de la lista. Este tipo de cotas se conoce como cotas
numéricas.

Sin embargo, existen otros tipos de cotas que son no numéricas y se basan
en la relacién de orden de subestructura que se establece en tipos algebraico-
libres. Anteriormente definimos informalmente la relacién =<;, que es una
relacion de subestructura inmediata; podemos generalizar esta relaciéon y con-
siderar no sélo los menores inmediatos. Veamos formalmente cémo definirla:

Sean x,y € T,

x <; y = (3e | cesconstructores de T ¢(...,x,...) =y)

Finalmente, se define

r<y=x<; y

donde < es la clausura transitiva de la relacién <;.

Por ejemplo, se define la relacién <; para el tipo arbbin’(T) como:

r =<,y = (Fe,aleeT,ac arbbin'(T) : nodo(e,z,a) =y V nodo(e,a,z) = y)

Teniendo esta relacién podemos considerar como cota a la estructura mis-
ma, pero debemos asegurar ademads que existe una cota inferior que asegure
terminacién. Para esto veamos la siguiente definicion:

Un conjunto ordenado (A, R) donde R C A x A es Bien Fundamentado
o Noetheriano si 'y solo si

~3C|CCAANC={ilieN:2}:(Vj|jeN: 201 Ra;))

Esta definicién exige que no existan cadenas infinitas R-descendientes. Note
que la formula niega la posibilidad de ...xz3RxoRxRxzo. De esta forma, en
algin momento nuestra relacion de subsestructura debe alcanzar un minimo,
lo cual ocurre con los constructores no recursivos.
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2.1.2. Arboles

Ya hemos presentado ejemplos de programacién con tipos algebraico-
libres sobre el tipo lista; a continuacién presentaremos una serie de ejemplos
de programacién utilizando arboles.

Definamos sobre los arboles binarios de nodos con informacion del tipo
real la siguiente funcion que compute la productoria de sus nodos:

productoria: arbbin”(real) — real

productoria(avac) = 1
productoria(nodo(x,a,b)) = x - productoria(a) - productoria(b)

Veamos primero una implementacion recursiva de la funcién productoria:

proc productoria(in a: arbBin”(real); out res: real)
{ Pre: true }
{ Post: res = productoria(a) }
{ Cota: «a }
I
if a is avac —
| res=u
[] ais nodo —
var reslzq, resDer, e: real;
ag, ar: arbbin”(real);

a match nodo(e, ag,a);
productoria(ag, reslzq);
productoria(ay, resDer);

res:=e-reslzq-resDer

[=h

Existen casos en donde la implementacién iterativa de una funcién so-
bre tipos libres no es tan directa como en el caso recursivo; el calculo de
la productoria de un arbol binario de reales es uno de esos casos. Para
su implementacién, consideraremos que contamos con un tipo pila genérico
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previamente definido, incluyendo las operaciones empilar, desempilar, tope,
crearVacia y esVacia.

proc productoria(in a: arbBin”(real); out res: real)
{ Pre: true }
{ Post: res = productoria(a) }

I

var p: pila(arbbin”(real));

var res: real;

res = 1;
crearVacia(p);
empilar(p, a);

do —(esVacia(p)) —
var b: arbbin”(real);
tope(p, b);
desempilar(p);

if b is avac —
skip
[] b1is nodo —
var i, d: arbbin”(real);
var e: real;
b match nodo(e, i, d);

res i=res - e;
empilar(p, d);
empilar(p, i)

fi
od
J

Analicemos brevemente el uso de la pila en el procedimiento pasado. Esta
nos sirve como contenedor para el resto de los subarboles que atin no hemos
procesado. En principio, el arbol que no hemos procesado es el arbol de en-
trada completo, luego incluimos su elemento raiz en la productoria y tenemos
dos subarboles nuevos por procesar; asi iremos sucesivamente hasta agotar
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la pila.

No se indica el invariante por simplicidad. Sin embargo, ndtese que en
cada paso de la iteracion se cumple que res multiplicado por la productoria
de cada arbol contenido en la pila debe ser igual a la productoria del arbol
inicial completo.

En el caso de la cota, podemos ver que en cada iteracion se procesa o bien
un nodo del arbol o bien una hoja. Por lo tanto, podemos establecer como
cota la suma del tamano de los arboles contenidos en la pila.

Dado que la multiplicacion de reales es conmutativa y asociativa, el orden
en el que realicemos las operaciones es indiferente, por lo tanto, podriamos
haber considerado utilizar como estructura de almacenamiento de los arboles
sin procesar una cola y el algoritmo seria igualmente correcto.

Para el siguiente ejemplo, consideraremos sobre el tipo arbol binario de
hojas la siguiente funcion, la cual define la secuencia de elementos que forman
la frontera del arbol:

frontera: arbbin’(T) — seq(T)

frontera(hoja(e)) = < e >
frontera(rama(a, b)) = frontera(a) -+ frontera(b)

Donde el tipo secuencia representa una serie ordenada de elementos de un
cierto tipo. Utilizamos la notacién < ay,as,...,a, > para representar una
secuencia cuyos elementos son aq,as, ..., a, en dicho orden. Analogamente
< e > representa la secuencia unitaria cuyo unico elemento es e.

Definimos el operador binario ++ sobre secuencias como la concatenacién
de dos secuencias.

Veamos una implementacion recursiva de una impresién de los elementos
de la funcién frontera
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proc frontera(in a: arbbin’(T))
{ Pre: true }
Post: Han sido impresos los elementos de la
secuencia frontera(a) }
{ Cota: a }
I
if a is hoja —
var e: T;
a match hoja(e);
print(e)
[| ais rama —
var i, d: arbbin’(T);

a match rama(i,d);
frontera(i);
frontera(d)

fi

I

Al igual que en el ejemplo de productoria, es posible de forma andloga con
el uso de una pila implementar el procedimiento anterior de forma iterativa.
Veamos una posible implementacion:
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proc frontera(in a: arbbin’(T))
{ Pre: true }
Post: Han sido impresos los elementos de la
{ secuencia frontera(a) }
I

var p: pila(arbbin’(T));

crearVacia(p);
empilar(p, a);

do —(esVacia(p)) —
var b: arbbin’(T);
tope(p, b);
desempilar(p);

if b is hoja —
var e: T;
b match hoja(e);
print(e)
] bis rama —
var i, d: arbbin’(T);
b match rama(i, d);

empilar(p, d);
empilar(p, 1)

f
od

J

2.1.3. Abreviacién matches

Notese que en casi todos los casos que hemos utilizado el predicado is,
inmediatamente después utilizamos la instruccion match. Dado esto, regu-
larmente se utiliza la abreviacién matches, que resulta de una contraccion
del predicado is con la instruccion match. Sea el tipo T, definido de la
siguiente manera:
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tlpO T = G (TO(),T()l,TOQ, ..

| C_m(Tm07 Tmla Tm2, . e

0
| (T, Tia, Tha, - -
’ Q(T%, T21, T22, c.

Consideraremos la abreviacién:

if/do x matches

co(too, o, Loz, - - -
ci(tios tin, tig, - - -
Ca(ta0, tar, taz, . ..

C_m<tm07 tmla tm?a s

fi/od

la cual equivale a:

if/do x is ¢y —
[ var too: Tho
to1: To1

toi: Toi
x match C()(too,t()l,
oI
I

[| zis ¢ —
|[ var tl(]i T10
t1: T

tljl le
x match ¢ (tyg, t11,
PR

7t0i)
7t1j)
 tok)

7tml)

- toi)

ty)
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| zis ¢, —
|[ var tmoi TmO
tm1: Tml

tml: Tml
x match ¢, (tmo, bty - - - tmi)

ik
J

fi/od

Ya que contamos con esta notacion podemos traducir nuestros ejemplos
de imprimir frontera de un arbol utilizando esta notaciéon. Veamos primero
el caso recursivo:

proc frontera(in a: arbbin’(T))
{ Pre: true }
Post: Han sido impresos los elementos de la
secuencia frontera(a) }
{ Cota: a }
I
var i, d: arbbin’(T);
var e: T,
if @ matches
hoja(e) —
- print(e)
rama(i,d) —
frontera(i);
frontera(d)

[=n

Nétese que se efectiia un sélo uso del “matches”. Adicionalmente, es
importante notar que e, 7 y d son implicitamente declaradas.

Veamos ahora el método iterativo:
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proc frontera(in a: arbbin’(T))
{ Pre: true
Post: Han sido impresos los elementos de la
{ secuencia frontera(a) }
I

var p: pila(arbbin’(T));

crearVacia(p);
empilar(p, a);

do —(esVacia(p)) —
var b, i, d: arbbin’(T);
var e: T,

tope(p, b);
desempilar(p);

if b matches

hoja(e) —

— print(e)

rama(i,d) —
empilar(p, d);
empilar(p, id)

fi
od
J

Notese que en todos estos casos hemos utilizado la abreviacién en las
guardas de un condicional. Sin embargo, segin la definicién es posible usarla
en la guarda de un ciclo. Veamos un ejemplo de esto. Definamos sobre el tipo
arbbin’(T) la siguiente funcién que determina la hoja “més izquierda” de un
arbol:

hojalzquierda: arbbin’(T) — T

hojalzquierda(hoja(e)) = e
hojalzquierda(rama(a, b)) = hojalzquierda(a)
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proc hojalzquierda(in a: arbbin’(T); out e: T)
{Pre: true
{ Post: e = hojalzquierda(a) }

I

var b, izq, der: arbbin’(T);

var e: T,

b:= a;

Cota: b
do b matches rama(izq, der) —
‘ b:=izq
od

{ Inv:  hojalzquierda(b) = hojalzquierda(a) }

b matches hoja(e)

J

2.1.4. Recorrido en Arboles

Existen tres tipos clasicos de recorridos en arboles binarios: pre, post e
inorden. El recorrido en pre-orden es tal que se lista primero el elemento en el
nodo raiz y después los hijos izquierdo y derecho; en in-orden se lista primero
el hijo izquierdo, luego el elemento presente en el nodo raiz y luego el hijo
derecho, en el recorrido en post-orden se listan primero los hijos izquierdo
y derecho y luego se lista el elemento del nodo raiz. El resultado de estos
recorridos se puede definir formalmente por la secuencia que van generando.

preOrden: arbbin”(T) — seq(T)

preOrden(avac) = < >
preOrden(nodo(e, a,b)) = < e > ++ preOrden(a) ++ preOrden(b)

inOrden: arbbin”(T) — seq(T)

inOrden(avac) = < >
inOrden(nodo(e, a,b)) = inOrden(a) + < e > ++ inOrden(b)
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postOrden: arbbin”(T) — seq(T)

postOrden(avac) = < >
postOrden(nodo(e, a,b)) = postOrden(a) ++ postOrden(b) + < e >

Veamos los siguientes ejemplos que nos ayudaran a visualizar estos recor-
ridos:

Pre-orden: z x y
In-orden: x z y
Post-orden: x y z

Pre-orden: abcdefghij
In-orden: cdbfegahiji
Post-orden: dcfgebjiha

Se deja como ejercicio al lector la implementacion iterativa y recursiva de
la impresion de los elementos de un arbol segiin estos recorridos.

2.1.5. Un dltimo ejemplo sobre Arboles

Cuando definimos los distintos tipos de arboles, enunciamos unos de-
nominados arboles generales que permiten que cada nodo tenga un nimero
arbitrario de hijos. Veamos un ejemplo de un recorrido por niveles iterativo
sobre un arbol general. Para este ejemplo, consideraremos que tenemos una
cola FIFO con todas las operaciones necesarias. Se deja como ejercicio para
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el lector definir la funcién niveles sobre el tipo que determine la secuencia
resultante de recorrer un arbol general por niveles.

proc recorridoNiveles(in a: arbgen(T))
{ Pre: true }
Post: Han sido impresos los elementos de la
{ secuencia niveles(a) }
I

var c: cola(arbgen(T));

crearVacia(c);
encolar(c, a);

do —(esVacia(c)) —
var b: arbgen(T);
primero(c, b);
desencolar(c);

var |, k: lista(arbgen(T));
var e: T,

b match nodo(e, 1);
print(e);

do | # lvac —
[ match cons(b,[);

encolar(c, b)
od

3. Ejercicios

1. Definir para el tipo ezpr las funciones nc, nd, nm, ne y ni explicadas
anteriormente en la pagina 4.

2. Finalizar la demostracién dejada para el tipo ezpr en la pagina 9.
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. Para el tipo expr defina la funcion derivada, que dado un elemento del
tipo expr y el identificador de una variable, devuelve como resultado su
derivada respecto dicha variable. Puede considerar como precondicién
que la expresion no tendra ningin constructor ezp.

. Para el tipo lista(T) implemente procedimientos tanto iterativos como
recursivos que computen su reverso.:

. Definir para el tipo lista(T') las funciones:

a) Multiplicidad de un elemento.
b) Eliminar la primera ocurrencia de un elemento.

c¢) Eliminar todas las ocurrencias de un elemento.

. Considere las funciones expuestas para el tipo lista y la funcién con-
catenar que recibe dos listas a y b y devuelve como resultado la con-
catenacion de la lista b a la lista a. Demuestre para el tipo Lista las
siguientes propiedades:

a) tam(l) = tam(reverso(l))
b) tam(concatenar(ly,ly)) = tam(ly) + tam(ly)

c) reverso(concatenar(ly,lz)) = concatenar(reverso(ly), reverso(ly))

. Implementar métodos recursivos e iterativos que impriman los elemen-
tos correspondientes a los recorridos en pre, in y postorden sobre arb-

bin’(T).

. Definir una funcién niveles sobre el tipo libre arbgen(T) que devuelva
la secuencia resultante de recorrer el arbol por niveles.

. Dada la funcién espejo que dado un arbbin”(T), que devuelve como
resultado el simétrico de un arbol y siendo a € arbbin”(T) demostrar:

a) espejo(espejo(a)) = a

b

)
) ) = reverso(inorden(a))

c¢) preorden(espejo(a)) = reverso(postorden(a))
)

inorden(espejo(a)

d) postorden(espejo(a)) = reverso(preorden(a))
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10.

11.

12.

Noétese que en estos ejercicios, estamos utilizando la funcion reverso
sobre secuencias y no sobre listas. Para esto, debe definir entonces la
funcion reverso, tal que dada una secuencia a retorne la secuencia in-
vertida de a.

Defina funciones matematicas para el tipo arbgen(T) que computen:

a) Altura del arbol.

b

)
) Tamano del arbol.
¢) Productoria de los elementos del &rbol, teniendo 7' = real.
)
)

d

e

Pertenencia de un elemento al arbol.

Simétrico del arbol.

Implemente procedimientos (iterativos y recursivos) que computen las
funciones del ejercicio anterior.

Sea el tipo nucleotido definido como:
freetype nucleotido == A | C | T | G
Y la funciéon complemento definida como:

complemento: nucleotido — nucleotido

complemento(A)
complemento(T)
complemento(C')
complemento(Q)

Se definen ademas el tipo par y el tipo ADN como:

freetype par ::= p( nucleotido, nucleotido )

freetype ADN ::= lista(par)

Se desea que defina funciones matematicas e implemente procedimien-
tos que computen:

38



a) Dado un ADN determine si su configuracién es correcta, esto es,
si para cada par(a,b) perteneciente al ADN se tiene que
complemento(a) = b.

b) Dada una lista(nucleotido) devuelva una lista(nucleotido) la cual
sea el resultado de complementar cada elemento de la primera.
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Apendice A

En este apéndice se demostraran algunas propiedades sobre tipos algebraicos-
libres que se han venido planteando a lo largo de este material.

Demostracion 1

Demostremos a continuacion la siguiente propiedad sobre las listas:

(VI | I € Lista(T) : reverso(reverso(l)) =)

Caso Base:
Para [ = lvac:

reverso(reverso(lvac))

= ( Definicién de reverso )
reverso(lvac)

= ( Definicién de reverso )
lvac

Caso Inductivo:

Hipdtesis Inductiva (H.I.):

reverso(reverso(l)) = 1

Tesis:
reverso(reverso(cons(t, 1)) = cons(t, 1)

reverso(reverso(cons(t,l))
= ( Definicién de reverso )
reverso(agregar(t, reverso(l))
= ( Lema x)
cons(t, reverso(reverso(l)))
= (H.I)
cons(t, 1)

Lema *:
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(VI |1 € Lista(T) : (Vt |t € T : reverso(agregar(l,t)) = cons(t, reverso(l))))
Caso Base:
Para [ = lvac :

reverso(agregar(lvac,t))

= ( Definicién de agregar )
reverso(cons(t, lvac))

= ( Definicién de reverso )
agregar(reverso(lvac),t)

= ( Definicién de reverso )
agregar(lvac, t)

= ( Definici6én de agregar )
cons(t, vac)

= ( Definicién de reverso )
cons(t, reverso(lvac))

Caso Inductivo:

Hipétesis Inductiva (H.I.):

reverso(agregar(l,t)) = cons(t, reverso(l))

Tesis:

reverso(agregar(cons(ty,1),t)) = cons(t, reverso(cons(ty,1)))

reverso(agregar(cons(ty,1),t))
= ( Definicién de agregar )

reverso(cons(ty, agregar(l,t)))
= ( Definicién de reverso )

agregar(reverso(agregar(l,t)),ty)
= (H.I)

agregar(cons(t, reverso(l)), t;)
= ( Definicién de agregar )

cons(t, agregar(reverso(l),ty))
= ( Definicién de reverso )

cons(t, reverso(cons(ty, 1))
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Demostracion 2

A continuacién demostraremos la siguiente propiedad sobre arbbin’(T)
que permiten acotar superior e inferiormente el tamano de un arbol.

(Va | a € arbbin/(T) : alt(a) + 1 < tam(a) < 291H@)

Caso Base:
Para a = hoja(x) :

alt(hoja(x)) + 1 < tam(hoja(z)) < 20tthesa())

= ( Definiciones de alt y tam)
0+1<1<2

= ( Neutro +, Definicién de Potencia )
1<1<1

= ( Reflexividad de <)

true
Caso Inductivo:

Dividiremos esta fase de la demostracion en dos partes: una para de-
mostrar la desigualdad izquierda y otra para la derecha.
Para la desigualdad izquierda:

Hipdtesis Inductiva (H.I.):

(Va' € arbbin/(T) | a' < a:alt(a") + 1 < tam(a'))

Tesis:
alt(a) +1 < tam(a)

Sea Hy = a = rama(ag, a1). Esto serd de importancia para utilizar la H.I.,
notese que ag y a; son subarboles de a. Para efectos de nuestra demostracién,
en la hipétesis inductiva, cuando nos referimos a a’ estamos considerando
posibles subarboles como lo son ag y a.
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alt(a) + 1

= (Ho )
alt(rama(ag, ar)) + 1

= ( Definicién de alt)
maz(alt(ag), alt(ay)) + 2

< (0<a A 0<bmaz(a,b) <a+b; 0<alt(ag),alt(ar))
alt(ag) + alt(ay) + 2
< ( Dado Hy; H.I.)

(tam(ag) — 1) + (tam(ay) — 1) + 2
= ( Aritmética )
tam(ag) + tam(ay)
= ( Definicién de tam)
tam(rama(ag, a,))
= (Ho )
tam(a)

Noétese que se necesita como lema que (Va | a € arbbin/(T') : alt(a) > a),
se deja como ejercicio para el lector esta demostracion.
Para la desigualdad derecha:

Hipétesis Inductiva (H.L.):

(Va' € arbbin/(T) | a’ < a:tam(a’) < Qalt(a/))

Tesis:
tam(a) < 294@

Anélogamente, estamos considerando como a’ a ag y a;. Sea Hy = a =
ramalag, aj).

La utilidad de esta hipotesis sera analoga al caso anterior.

tam(a)

= (Ho )
tam(rama(ag, ay))

= ( Definicién de tam)
tam(ag) + tam(ay)

< (ag,ay < a; H.I.)
2alt(ao) 4 2alt(a1)
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Refinemos un poco el lado derecho:

2alt(a)
= ( Ho)

9alt(rama(ao,a1))

= ( Simetria +, Definicién de alt)
2maz(alt(ao)7alt(a1))+1

= (24 . 20 = 29% Nos conviene separarlo en dos términos )
2max(alt(a0),alt(a1)) .9

= ( Aritmética )
2ma:p(alt(a0),alt(a1)) 4 Qmar(alt(ao),alt(al))

Ya casi hemos conectado ambos lados. Solo debemos relacionar cada
término 2%4@0) 4 2elt@1) con uno de los 2mex(att(ao)alt(a1)) Ep este punto es
crucial recordar que la funcién exponencial es creciente y, adicionalmente que
la funcién méximo cumple a < mazx(a,b). Por lo tanto, es directo el hecho
de que:

2alt(a0) + 2alt(a1) < Qmax(alt(ao),alt(al)) + 2max(alt(ao),alt(a1))

Finalmente, dado que el lado izquierdo es menor o igual al lado derecho,
hemos demostrado que:

- (Ya | a € arbbin/(T) : alt(a) + 1 < tam(a) < 294®)
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